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DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Durée : heures

Un corrigé

Partie 1

1. La fonction f est le produit de deux fonctions indéfiniment dérivables sur |0, +oo], donc elle est indéfini-
—X

1 1 2
ment dérivable. Vz €]0, +oo, f'(z) = e™" (x - lnzv) = ex (1—zlnx)et f'(z)=e" <—m2 - —+ 1nx>.

1 2 Inz — 2z —1
Donc g(x) = <—2 S ) =T 5 T 7 " Létude de la fonction = ++ 22 Inz — 2z — 1 montre quil
2 x x
existe un réel unique x9 tel que g(z2) = 0 avec g(x) < 0 sur |0, z2] et g(z) > 0 sur [x2, +00].
2. fi(z1) =0 z1ln(z) =1 & 27 ~ 1.763222834 et f(x1) = e ' In(z1) ~ 0.09726013122. De plus on a

f"(z2) =0 231n(xy) — 229 — 1 = 0 & 29 ~ 2.552448936.

Partie 2

1. Cherchons un développement asymptotique de la suite u, 11 — u,, ona:

<n+1>
—1In
1 n

Unp41 — Up =



) . 1 . - 4z
Comme la série de Riemann Z —; converge absolument (2>1), par domination la série de terme général

neN*
Up = Up41 — Uy converge, donc la suite (uy)nen+ converge et il existe donc une constante C' € R tel que

un = C + o(1). Ce qui prouve que Zl —Inn =C+o(1), donc Zl =Inn+C+o(1).
p p

p=1 p=1
. . . 1 1 . . .
. Soit p un entier supérieur ou égala2ett € [p—1,p]. Ona — < o) < =12 puis, par intégration,
p p—

+

i

o,
~
w"_'

P
En remplagant p — 1 par p on obtient / — <
P

. En sommant entre n et IV puis en faisant tendre N vers l'infini on obtient :

OO

/+oo dt /—i-oo dt
n t2 = n—1 tz
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ou encore

3\H

. . 1 Lo ,
Comme les membres de gauche et de droite sont tous les deux équivalents a —, le théoreme d’encadrement
n

assure que :
o0

1 1
D7 e
p=n
= a
. Notons R, ( E ap et R,(b) = g b,. Puisque les suites ne s’annulent pas, a, ~ b, < hHm b—n = 1.
n—oo

p=n

Donc Ve > 0, Ing € N, Vn > ng,

a
L 1' < eouencore Ve > 0, Ing € N, Vn > ng, |a, — by| < €|by|.

n

Alors
Vn > ng, |Rp(a) — Ry(b)| = Z(ap )| < Z|ap_bp‘ SEZ‘bp‘ = eRy(b)
p=n p=n p=n

Donc par la caractérisation précédente, R, (a) o~ R, (b).

n—1 oo
. Lasérie g vy, étant convergente. Notons S,, = E vp la suite de sommes partielles associée et R,, = E Up
neN* p=1 p=n

le reste.

1
Par télescopage, S, = u,—1 = —Inn+ Z ——1. D’aprés ce qui précéde S, tend vers C'—1, et on peut écrire

=1
’ —1 1 —1
* . _ 7 ALAL ~ - — ~ _ ~ _
vn € N*, S, + R, = C — 1. D’un autre coté, v, o 32 entraine R, = E up ~ 5 E 22 e 2 et
p=n
1
commeR,=C—-1-S5,=C —u,,alorsu,, —C ~ —
n—oo 21



6. Pourtoutn € N*,ona:

1/1 1
Yn = Tp4l —Tp = Uppl —Up + 5 | = —

1 . .
Doncy, ~ ——=.D’autre part, et d"'une maniere évidente, on a:
n—oo 6n3

1 1 (n+1)?-n*  2n+1 2

2 (n+1)2 (412 (nn+1)2 nseo nd’

o)

: 1 1 o 2 _ 1 1
Par comparaison des restes, on a donc Z <]92 - (p+1)2> o Z p ce qui donne Z 25 1S 22
p=n p=n p=n
0 L done 3 ) ~ 15 L e quidonne ( 1 L Mai
Nalnit —Tn o~ g, donc Tpr1 = Tp) o ce quidonne | lim zp | —zn ~ o5 Mais
p=n p=n

1 , . 7N .

Tp = Up — 5 et par conséquent phﬁngo z, =C,d’ou:
1

rn—C ~ — :
" n—oo  12n2

Notons, pour n € N*, w,, = 2,41 — 2, ona donc:

1 1 1 1 1 1
w, = ——In(l+—-)]—-——+—r—"-——— ————

9 1 n 1 1 1 n 1 1 n 1 1 2 3 n 1
= _ —_— _ —_— _— _—— — 0] —_
2n n n? nd n  2n?2 3nd3  4nt 12n2 \n n? n4

D’apres le théoréme de sommation des relations de comparaison ( négligeabilité des restes ), on obtient

o oo
1 . 1 . . .
pz:%wp =0 <Z p4> ou encore lim z, — 2z, =0 (3n3> Comme lim z, = lim z, = lim u, = C, alors

p—0o0 n—o00 n—00 n—o0
p=n

Qp

szn_}—ﬁ

o= (5)
oua, =of —|.
n
9

1 1 1
7. Avec Mapleetn =10, C = z19 = - —In(10) + — + —— =~ 0,57721.
vec Maple et n 210 pZ:; ’ n(10) + 50 + 1200



Partie 3

1. La fonction f est bien définie et continue sur |0, +-o00[, négative sur |0, 1] et positive sur [1, 00|, de plus

g _ 1 _ 1 .y
elle vérifie f(t) L0 (ﬁ) et f(t) L= 0 <a:2> Donc elle est intégrable sur |0, 1] et [1, +oo] et par
+00

conséquent / f(t)dt converge.
0
2. Ona:

1
0
= [(—e"+1) lnt][l) + /

0
1 _—t
~1
- / € dt.
ot

3. Déja fait dans la premiere question de cette partie.

4. Ona:
+00 +00
K = / f(t)dt:/ (—e ") Intdt
1 1
—t

+o0o
= [(—e_t)lnt]foo—i—/ ert
1

+oo ,—t
- / € _at.
1 t

5. D’apres ce qui précede et la relation de Chasles, I = J + K.

J = /Olf(t)dt:/ (—et+ 1) Intdt

Let _q

dt

Partie 4

1
1. La fonction z — x — In(1 + x) est dérivable sur | — 1, +o00|, de dérivée = — 1 — 57— 1 i . Donc
x x
elle décroissante sur | — 1, 0[ et croissante sur |0, +o0o[. Comme elle est nulle en 0, alors elle est positive sur
] —1,400].
—t t —t t
2. Soitn € N*ett < n,alors — > —1 et donc In <1 — > < — ou encore nIn (1 — ) < —t. La fonction
n n n n

: : t\" N
exponentielle étant croissante, donc (1 — — ) < e ' Linégalité reste valable pour t = n.
n

x(2x + 1).

1 1
3. La fonction z — In(1 + z) — z + 2° est dérivable sur |—=, 0/, de dérivée z — —— — 1 + 2z =
2 1+ 1+2

1 1
Donc elle décroissante sur {—2, 0] et s’annule en 0, alors elle est positive sur {—2, O] .

—t -1 —t  t? t t2
4. Soitn € N¥ett c [O,E},alors— € |—,0l etdonc — — — < In(1-—) ouencore -t — — <
2 n 2 n n2 n n
t

¢ . . . 2 "
nln <1 — ) La fonction exponentielle étant croissante, donc e t=5 < <1 — > .
n n

5. Lafonction z — e~ * + = — 1 est dérivable sur [0, +-00[, de dérivée x — 1 — e™* qui est positive sur [0, +oo].

Donc elle croissante sur [0, +00[. Comme elle est nulle en 0, alors elle est positive sur [0, +oo[. En particulier,
2

t
Vn € N"etVt € R, — > 0 et donc
n
2 —2

1——<emn.
n

o~



. La fonction ¢t —

2

2\" t? i
Sit € [0,y/n], alors t* < n et donc <1 — > < ¢ ou encore (1 - ) <ew.En multipliant par le
n n

12 2 n
terme positif e~!, on obtient e~ (1 - ) < et % et comme 0 <t<yn< 5 car n > 4, alors on peut
n

utiliser 1'inégalité de la question 4., pour conclure que

2\ " n
et<1_t) g(l—t>.
n n

. Linégalité a droite n’est autre que I'inégalité de la question 2. Montrons maintenant 1'inégalité a gauche,
pour cela utilisons la concavité de la fonction exponentielle. La courbe représentative de la fonction ex-
ponentielle est convexe, donc elle est au dessus de sa tangente au point (0, 1) d’équation y = 1 + . Ceci
montre que

VeeR, 1+x<¢e”

A

1
0 1 ]
. PSR . t t . t\" .
En appliquant cette inégalité, respectivement, avec x = — et + = —— on obtient | 1+ — < e et
n n n

n
<1 — t) <et
n

La fonction définie sur [0, 1] par f (z) = (1 — )" —1+nz est dérivableetona f' (z) = n (1 —(1- :r)"*l)
0 pour z € [0,1]. Comme f (0) =0:

v

Veel0,] (1—-2)"—1+nzx>0

¢ t? 2\"
En remplagant = par — qui est dans [0, 1] pour ¢ € [0, 7], on obtient I'inégalité 1 — — < (1 - ) .
n n

n2
t\" t\" t\" 2\" t2
(et (ol (- - (-8t
n n n n n
A ¢
D’otu (1 - ) >et <1 - ), ce qui montre 'inégalité a gauche.
n n

Partie 5

On obtient donc :

(-4

—— est bien définie et continue sur 10,1], de plus elle se prolonge par continuité
en 0 par —1, donc l'intégrale J,, existe.



(b

2. D’apreés la relation de Chasles, on a :

n _t\"* _ n _i\" _
J, = /(1")1dt/ Mdt
0 t 1 t

n o\ n _ " n
By T L
0 t 1 t 1t

3. Puisque u est non nulle, alors 1 — u # 1 et donc

La fonction ¢ — est bien définie et continue sur [1, n], donc l'intégrale K, existe.

& 1—u)"—1 1—w)"—1
Z(l—U)p:<(1_J)_1=—( 13 '

p=0

0=ty
In+ K, = / dt+/ —dt
0
= —Z/ (I1—-¢t)Pdt+1Inn

0

4. D’apresla question2,ona:

= —Zm—&—lnn——u .

Partie 6

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 4. D’apres la question 2. de la partie 3, on a :

1 -t _ o\ _ Le=t _ (1 - t\"
J_Jn:/ [e 1_(1 L) 1]dt:/€(n)dt20
0 / t 0 t

t\" 2\
Mais d’apres la question 6. de la partie 4, e~ — (1 - ) <el—et (1 — > = ge_t, d’ou:

Comme

alors lim J, = J.
n—o0
2. D’apresl'inégalité de la question 5., de la partie 4, on a:

n ,—t 1 n n ,—t t2 n ,—t t n
/edt—/ te_tdt:/ Iy R dtg/ Co(i-1Y) =k,
1 t n Jq1 0 t n 0 t n

t\" Lot
Comme (1 — ) < et alors K,, < / —dt.
n 0 t
+o0 1 n
Or l'intégrale te~'dt converge, donc hr+n — / te~'dt = 0. On passe a la limite dans les inégalités
n—+oon Jq

1
précédentes, on obtient lim K, = K.
n—oo



. Par passage a la limite dans 1’égalité J,, + K, = —u,, on obtient J + K = —C, égalité qui s’écrit aussi sous

la forme :
I=-C

400
/ e tntdt = —C.
0

ou encore

1

—t 1,5 o
dt et Tdt sont convergentes, donc on peut écrire :
0

1
. Les deux intégrales /
0

1 —t =1 1 ¢ 1 =1
1—et— 1— /
/Mdt:/ edt_/e*dt
0 t 0 t o 1

1

—u 1
= —J- e—du avec le changement de variable u = n
0

= —J-K=C




